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Puntos de eQuiliBrio y estaBilidad en laZo 




El comportamiento dinámico de un servomecanismo neumático 
de posicionamiento es altamente no-lineal debido principalmente a 
la compresibilidad del aire y a la fricción presente en el elemento 
actuador. En este artículo se realiza un estudio de la dinámica no-
lineal de este sistema en lazo abierto mediante la determinación 
de los puntos de equilibrio, análisis de estabilidad y determinación 
de bifurcaciones. Para el análisis de estabilidad del sistema se 
recurre al método de linealización de Lyapunov. Los resultados 
teóricos para el equilibrio del servosistema se obtienen mediante 
la aplicación de métodos numéricos y son confrontados con datos 
experimentales.
Palabras clave
Modelado matemático, punto de equilibrio, ecuaciones dife-
renciales no-lineales, estabilidad.
Abstract
The dynamic behavior of a pneumatic servo positioning system 
is highly non-linear mainly due to air compressibility and the fric-
tion present in the actuator. In this paper, is presented the study 
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of nonlinear dynamics of this system in open loop, through the 
determination of the equilibrium points and stability analysis. For 
the stability analysis of the system uses the Lyapunov’s lineariza-
tion method. The theoretical results of servosystem equilibrium 
are obtained by applying numerical methods and are compared 
with experimental data.
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En los últimos años, el análisis de servomecanismos neumáticos 
ha sido retomado por la gran variedad de aplicaciones que ofrecen 
estos sistemas en el campo de la técnica de manipulación de piezas 
como: sujeción, desplazamiento, posicionamiento y orientación.
Sin embargo, las ecuaciones básicas de los sistemas neumáticos 
son no-lineales y tienden a ser más complejas que las que se 
obtienen en sistemas que trabajan con fluido incompresible. Esto 
explica por que el estudio en este campo ha recibido hasta hace un 
corto tiempo poca atención.
La compresibilidad del aire y la fricción son causantes de 
fenómenos como adherencia-deslizamiento (stick-slip), oscilaciones 
autoexcitadas o ciclos límites, bifurcaciones e incluso caos en 
estos tipos de sistemas. Estos fenómenos tienden a generar 
comportamientos irregulares que son perjudiciales sobre todo en 
aplicaciones de posicionamiento. Por lo tanto, el diseño de una 
estrategia de control óptima requiere en primera instancia una 
identificación y análisis de estos fenómenos no-lineales con el fin 
de poder compensar sus efectos.
Trabajos de investigación sobre fenómenos no-lineales en 
sistemas de potencia fluida (neumáticos e hidráulicos) no se en-
cuentran en gran cantidad en la literatura científica como si ocurre 
en sistemas eléctricos. Algunos de estos trabajos se han realizado 
mediante investigaciones en las cuales por medio de un modelo 
matemático y técnicas experimentales se ha logrado detectar la 
presencia de fenómenos tales como adherencia-deslizamiento, 
oscilaciones autoexcitadas o ciclos límites y oscilaciones caóticas 
(Hayashi, 2000; Takahiro & Manabu, 2000). El estudio del 
fenómeno stick-slip con el fin de reducir su efecto en actuadores 
hidráulicos es presentado en (Owen et al., 2003). En (Yaunjay et 
al., 2008) se presenta un método para el análisis y la atenuación 
de ciclos límites debido a la fricción en un servosistema hidráulico 
con presencia de retardo de transporte. La identificación de bifur-
caciones tipo Hopf en compresores neumáticos axiales controlados 
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en lazo cerrado bajo realimentación de estado lineal es presentada 
en (Kang et al., 1999), con este trabajo se pretende el diseño de 
estrategias de control que permitan cumplir con requerimientos 
en base a las bifurcaciones del sistema. El objetivo de este artículo 
es determinar por medio de métodos analíticos y numéricos los 
puntos de equilibrio de un servosistema neumático en lazo abierto, 
determinar su estabilidad e identificar fenómenos no-lineales.
En este artículo se presenta en la sección 2 el modelo mate-
mático del servosistema. En la sección 3 se presenta el análisis de 
la dinámica no-lineal del servosistema en lazo abierto mediante 
la obtención de sus puntos de equilibrio y la estabilidad presente 
en estos. Además, se analiza en detalle el fenómeno adherencia-
deslizamiento y se identifica el tipo de bifurcaciones presentes 
en el sistema. En la sección 4 se encuentran las conclusiones. La 
nomenclatura utilizada y las referencias bibliográficas aparecen 
al final del documento.
2. Modelo MateMátiCo
El servomecanismo neumático de posicionamiento mostrado 
en la Fig. 1 está compuesto principalmente por un actuador lineal 
de doble efecto tipo Festo DGPL-25-500-PPV-A como elemento de 
trabajo y por una válvula proporcional de vías tipo Festo MPYE-5-
1/8-010-B como elemento de control. El modelo matemático de este 
sistema se desarrolló considerando las siguientes suposiciones: El 
fluido de trabajo es aire y se considera como un gas ideal, se aplica 
la ley de conservación de la masa en cada volumen de control, se 
desprecian pérdidas de presión por fricción en los conductos de aire, 
y las propiedades como la densidad, la temperatura y la presión del 
aire se consideran uniformes en los diferentes volúmenes de control.
El modelo matemático está descrito básicamente por tres 
ecuaciones diferenciales no-lineales: una ecuación que describe la 
dinámica del émbolo y dos ecuaciones que describen la dinámica 
de la presión en el sistema.
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donde Ae(Pa – Pb) es la fuerza efectiva en el émbolo debido a la 
diferencia de presiones en las cámaras A y B del cilindro, me  es la 
masa del émbolo (incluido el carro del cilindro), Fl  es la fuerza de 
la carga externa, Ff   es la fuerza de fricción (seca + viscosa) y Fimp 
es la fuerza de impacto en los extremos. El modelo de la fuerza de 
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donde ke  es la rigidez equivalente y Be  es el coeficiente de amorti-
guación equivalente.
La fricción del sistema está representada por el modelo de 






















donde  es la velocidad del émbolo, Fs  es la fuerza de fricción 
estática, Fc  es la fuerza de fricción de Coulomb, z  es la deflexión 
media de cerda, vs  es la velocidad de deslizamiento, 0 es el 
coeficiente de rigidez, 1  es el coeficiente de amortiguamiento seco 
y B es el coeficiente de fricción viscosa. La dinámica de la presión 
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donde Pa  y Ta  son la presión y la temperatura absolutas en el 
volumen de control A (cámara 1 de la válvula, manguera 1 y cámara 
A del cilindro), Pb  y Tb   y son la presión y la temperatura absolutas 
en el volumen de control B (cámara 2 de la válvula, manguera 
2 y cámara B del cilindro), Va  es el volumen de cada cámara de 
la válvula, Vm1   y  Vm2   son los volúmenes de las mangueras 1 y 2, 
respectivamente, xar   y  xbr son los desplazamientos equivalentes 
remanentes en los extremos del cilindro, Pa0   y  Ta0  son los estados 
iniciales de la presión y la temperatura en el volumen de control 
A, y son los estados iniciales de la presión y la temperatura en el 
volumen de control B,  y  son los flujos de masa por los puertos 
de trabajo 4 y 2 de la válvula, R es la constante particular del aire 
y n es la constante politrópica del proceso.
Los flujos de masa por los puertos de trabajo 4 y 2 se pueden 
escribir como: 
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donde Ars1  y Ars2  son las áreas relativas de los orificios de paso en 
el puerto de suministro 1, Ar3  y Ar5  son las áreas relativas de los 
orificios de paso en los puertos de escape 3 y 5, respectivamente, 
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, Pu y Tu  son la presión y la temperatura 
absolutas en la sección de alta presión, Pd  es la presión absoluta en 
la sección de baja presión, n  y Tn  son la densidad y la temperatura 
del aire a las condiciones de referencia establecidas por la norma 
ISO 6358, b es la relación crítica de presiones y C la conductancia 
sónica.
3. Puntos de eQuiliBrio
Con el fin de determinar los puntos de equilibrio del sistema, 







−   
= − < ≤  
−         




















P T PPf P T PC b
P T b P
P T Pk P
P T P





0 0( , ), ( )f t
x
x u x x
 
x  (10)
donde  es el vector de estados en el tiempo t,  es el 
vector de entradas y   es el vector de campo. Puesto 
que el vector de campo no depende explícitamente del tiempo, 
el tiempo inicial siempre se toma como t0 = 0. Así, x1 = Pa, x2 = Pb, 
x3 = x, x4 = v y x5 = z. Además se tienen en cuenta las siguientes 
suposiciones generales: Los procesos termodinámicos en los 
volúmenes de control son isotérmicos, es decir  n = 1, el flujo de aire 
se encuentra en régimen subsónico y el actuador trabaja sin carga.
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El anterior modelo permite establecer las siguientes situaciones 
para el análisis del equilibrio del sistema en lazo abierto:
3.1 Equilibrio del sistema para  x4 = 0  y 0 < x3 < L
En este caso se supone que el émbolo del cilindro está empotrado 
elásticamente, de tal forma que experimenta deslizamiento pre-
deslizamiento (presliding). Igualando (11)-(15) a cero y resolviendo 
















=      
3 3
eq
x x=       
4 0
eq




( )eq eqeq A e x xx
σ
−
=      
( )1 0 2 02 21 0( ) ( )rs s a rs bb A u P T A u P Tδ = −  
( ) ( ) ( )1 0 2 02 222 02 1 ( ) ( )rs s a rs bb b A u PT A u P Tδ  = − + −   
( )
1 5 0
2 2 2 2 2





























=      
3 3
eq
x x=      
4 0
eq




( )eq eqeq A e x xx
σ
−
=      
( )1 0 2 02 21 0( ) ( )rs s a rs bb A u P T A u P Tδ = −  
( ) ( ) ( )1 0 2 02 222 02 1 ( ) ( )rs s a rs bb b A u PT A u P Tδ  = − + −   
( )
1 5 0
2 2 2 2 2





















=      
3 3
eq
x x=       
4 0
eq




( )eq eqeq A e x xx
σ
−
=      
( )1 0 2 02 21 0( ) ( )rs s a rs bb A u P T A u P Tδ = −  
( ) ( ) ( )1 0 2 02 222 02 1 ( ) ( )rs s a rs bb b A u PT A u P Tδ  = − + −   
( )
1 5 0
2 2 2 2 2




4 ( ) 2 1 ( )rs a r sA u T b A u Tδ = − −  
El equilibrio es dependiente del voltaje aplicado a la válvula 
u. La ecuación (18) con x3 ∈ (0, L)  demuestra la presencia de un 
subespacio de equilibrio unidimensional, ya que el estado x3  puede 
asumir cualquier valor dentro de dicho intervalo sin que los demás 
equilibrios se alteren.
Las curvas de equilibrio teórico (líneas continuas) y las de 
equilibrio experimental (líneas a trazos) para un intervalo 4.5 ≤ 
u ≤ 5.5. V se muestran en la Fig. 2. El equilibrio para x1   y  x2  no 
depende de la capacitancia de las cámaras del cilindro, la cual 
es función del volumen de las mismas, por tanto, el equilibrio 
para estos estados no depende de la posición fija x3  en la que se 
encuentre el émbolo.
La estabilidad del sistema se puede estimar mediante el 
método de linealización de Lyapunov donde se determinan 
los valores propios 1  de la matriz Jacobiana evaluada en 
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Fig. 2. equilibrio del SiStema para 4.5 ≤ u ≤ 5.5, x3 = L/2
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Los valores propios se determinan resolviendo el polinomio 
característico resultante de la expresión:
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En la Fig. 3 se muestra el comportamiento obtenido numérica-
mente, de la parte real de los autovalores frente al voltaje aplicado 
u, en el intervalo [4.5, 5.5] V.
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Fig. 3. comportamiento de la parte real de loS autovaloreS  
para 4.5 ≤ u ≤ 5.5 V y x3 = L/2
A partir la Fig. 3, se puede destacar: La comprobación de la 
existencia de un subespacio unidimensional de equilibrio ya que 
Re(5) = 0 en todo el intervalo; la presencia de una región de equilibrio 
comprendida en el intervalo [ua, ub] = [4.75, 5.32]V dentro de la cual 
el sistema presenta un subespacio de equilibrio uni dimensional 
asistóticamente estable (Slotine, 1991), puesto que Re(1, 2, 3, 
4) < 0; fuera de la región de equilibrio, el sistema presenta un 
subespacio de equilibrio inestable puesto que, en primera instancia, 
se tiene Re(2) > 0 y Re(1, 3, 4) < 0, y posteriormente se tiene 
Re(1) > 0 y Re(2, 3, 4) < 0 y dentro de la región de equilibrio asin-
tóticamente estable es posible determinar el valor de voltaje para 
el cual se cumple  , ,  y  igualando 
entre sí (11) y (12) y resolviendo para u, de donde se obtiene un 
valor u* = 5.055 V que corresponde al voltaje en el cual la corredera 
de la válvula se sitúa en la posición central.
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3.2 Equilibrio en los extremos x3 = 0 y x3 = L  
3.2.1 Equilibrio en x3 = 0 
En este extremo de la carrera del cilindro está presenta la 
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El equilibrio teórico y experimental para x3 = 0 se muestra en 
la Fig. 4. Numéricamente se determina que el sistema presenta 
un subespacio de equilibrio asintóticamente estable dentro del 
intervalo 0 ≤ u ≤ ua, puesto que Re(1, 2, 3, 4) < 0 y Re(5) = 0, tal 




Fig. 5. comportamiento de la parte real de loS autovaloreS  
para 0 ≤ u ≤ ua y  x3 = 0 
3.2.2 Equilibrio en x3 = L
En el extremo x3 = L la fuerza de impacto es Fimp = ke (L – x3) + 
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de esta manera, el equilibrio del sistema en el extremo derecho se 
puede escribir como:
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 El equilibrio teórico y experimental para x3 = L se muestra en 
la Fig. 6. De igual manera que en el caso anterior, numéricamente 
se determina que el sistema presenta un subespacio de equilibrio 
asintóticamente estable dentro del intervalo ub <  u ≤ 10V, puesto que 
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Fig. 6. equilibrio para ub <  u ≤ 10 y x3 = L
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Fig. 7. comportamiento de la parte real de loS autovaloreS para ub <  u ≤ 10 y x3 = L 
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3.3 Equilibrio del sistema para x4  ≠ 0 (o x4  = 0)  y 0 < x3 < L
Para esta situación, se considera que el émbolo puede desplazar-
se a lo largo de la carrera del cilindro pero también puede detenerse 
en cualquier punto. El equilibrio del sistema se determina a partir 
de las ecuaciones:
   
e la parte real de los autovalores para 
ara 
sidera que el émbolo puede desplazarse a lo largo de la 
bién puede detenerse en cualquier punto. 
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Fig. 8. equilibrio para  x4  ≠ 0 
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El equilibrio del sistema obtenido numéricamente en el interva-
lo 4.5 ≤ u ≤ 5.5, V  frente al equilibrio obtenido experimentalmente, 
se muestra en la Fig. 8. Según esta figura, el equilibrio  indica 
la presencia de una zona muerta debida a la fricción del sistema, 
establecida dentro del intervalo de voltaje [uc, ud] = [4.743, 5.337]V. 
En la zona muerta, la fuerza resultante debido a la diferencia de 
presiones no supera a la fuerza de fricción estática existente entre 
el émbolo y la camisa del cilindro, por tanto, el émbolo permanece 
estático. Puesto que  , el sistema presenta un subespacio de 
equilibrio en donde el equilibrio para x1, x2, x4 y x5 no depende de x3.
La zona muerta presenta un subespacio de equilibrio asintó-
ticamente estable ya que Re(1, 2, 3, 4) < 0 y Re(5) = 0, hecho 
indicado en la Fig. 9. Fuera de la zona muerta el equilibrio  
presenta dos regiones donde el émbolo se desplaza a velocidad 
constante en un sentido y en el otro. Es de importancia destacar 
que esta velocidad no depende de la posición inicial de donde parte 
no no
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Fig. 9. comportamiento de la parte real de loS autovaloreS para  x4  ≠ 0 
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el émbolo. En esta dos regiones, el sistema exhibe un subespacio 
de equilibrio asintóticamente estable puesto que Re(1, 2, 3, 4) < 0 
y Re(5) = 0. Existe una zona de transición entre la zona muerta y 
las regiones donde el émbolo se desplaza a velocidad constante, en 
la cual se presenta el fenómeno no-lineal denominado adherencia-
deslizamiento (stick-slip).
3.4 Fenómeno adherencia-deslizamiento (stick-slip)
Este fenómeno es un comportamiento típico de los sistemas 
que tienen fricción. Se debe al hecho que la fricción es mayor 
en el reposo que durante el movimiento. Se caracteriza por la 
presencia de oscilaciones autoexcitadas alrededor de un equilibrio 
inestable. En el servosistema neumático el fenómeno adherencia 
deslizamiento se manifiesta en las regiones de transición de la zona 
muerta  a las regiones donde el émbolo se desplaza con velo- 
ci dad constante . Estas regiones se encuentran delimitadas 
por los cruces por cero que presentan las partes reales de los 
auto valores complejos conjugados, dándole el carácter osci latorio al 
fenómeno.
En la Fig. 10 se muestra el comportamiento de la parte real 
de los autovalores en las regiones de adherencia-deslizamiento. 
Según la Fig. 10(a), la región de adherencia-deslizamiento a 
la izquierda de de la zona muerta se encuentra comprendida 
en el intervalo 4.662 < u < 4.743, V. En los dos límites de este 
intervalo, Re(2) y Re(3) cruzan simultáneamente el cero. Dentro 
del intervalo, Re(1) y Re(2) se intercambien alrededor de cero, 
de igual forma lo hacen Re(3) y Re(4), y Re(5) queda invariante. 
A partir de este comportamiento se puede deducir que en dicho 
intervalo siempre existen por lo menos dos autovalores con parte 
real positiva, por tanto, el equilibrio presente allí es inestable. 
Según la Fig. 10(b), la región de adherencia-deslizamiento a la 
derecha de la zona muerta está comprendida en el intervalo 5.337 
< u < 5.391,V  donde nuevamente Re(2) y Re(3) cruzan el cero en 
sus límites. Dentro de este intervalo se observa el mismo patrón 
de comportamiento de la parte real de los autovalores 1, 2, 3, 4 
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y 5  que en la región izquierda, de esta forma se puede inferir que 
el equilibrio de la región de adherencia-deslizamiento derecha es 
también inestable.
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Fig. 10. comportamiento de loS autovaloreS en laS regioneS de adherencia-
deSlizamiento, a) región izquierda y b) región derecha
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Fig. 10. comportamiento de loS autovaloreS en laS regioneS de adherencia-
deSlizamiento, a) región izquierda y b) región derecha
3.5 Bifurcaciones en lazo abierto
Tal como se había tratado antes, en la situación de equilibrio 
en la que el émbolo puede desplazarse a velocidad constante pero 
también pude detenerse en cualquier posición, el servosistema 
neumático presenta en lazo abierto dos transiciones en su com-
portamiento dinámico en estado estacionario. Tomando como 
parámetro de referencia el voltaje u, a medida que se aumenta este 
voltaje a partir del voltaje para la posición central de la válvula 
u*, el sistema experimenta la primera transición al pasar de una 
zona muerta a una región donde sucede el fenómeno adherencia-
deslizamiento, y posteriormente, la segunda transición se presenta 
al pasar de la región de adherencia-deslizamiento a una región 
donde el sist m se desplaza a una velocidad constante.
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Este comportamiento se visualiza en la Fig. 11 donde se muestra 
el retrato de fases x4  – x3 para valores del voltaje de referencia u, 
dentro de la zona muerta, en la zona de adherencia-deslizamiento y 
en la zona donde se desplaza a una velocidad constante, partiendo 
de un estado inicial donde  , ,   y   
to y en
estado inicial donde
 Retrato de fases
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Fig. 11. retrato de FaSeS  x4  – x3 con  x10 <  x20
Como se puede observar, es claro que en las tres regiones 
los flujos no son topológicamente equivalentes, lo cual sugiere 
la existencia de bifurcaciones en los puntos de transición entre 
las diferentes regiones. Según el análisis de los autovalores en 
las vecindades de los puntos de transición, la bifurcación que se 
puede determinar es del tipo Hopf. En este caso la bifurcación 
de Hopf se manifiesta por el cr ce por cero de Re(2) y Re(3) en 
los límites de las regiones de adherencia-deslizamiento. Como se 
había analizado anteriormente, dentro de estas regiones el sistema 
tiene un quilibrio inestable y su comportamiento dinámico se 
caracteriza por la presencia de oscilaciones periódicas.
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La Fig. 12 ilustra el comportamiento de los autovalores en 
los puntos críticos (cruces por cero) que delimitan la región de 
adherencia-deslizamiento, en donde se comprueba la presencia de 
bifurcaciones de tipo Hopf.
                           (a)                                       (b)
Fig. 12. comportamiento autovaloreS en regioneS adherencia-deSlizamiento;  
a) región izquierda y b) región derecha
4. ConClusiones
A pesar de que la teoría sobre subespacios de equilibrio no 
está completamente desarrollada y por lo tanto se carece de 
herramientas analíticas para su tratamiento, numéricamente se 
pudo establecer en este trabajo que el servomecanismo neumático 
de posicionamiento presenta en lazo abierto un subespacio unidi-
miensional de equilibrio que se mantiene a lo largo de todo el rango 
de la señal de entrada . Este subespacio es asintóticamente estable 
en la zona muerta y en las regiones donde el émbolo se desplaza 
a velocidad constante.
Fuera de la zona muerta y las regiones de velocidad constante 
el sistema presenta dos regiones donde ocurre el fenómeno 
adherencia-deslizamiento, en estas regiones el equilibrio del sis-
tema es inestable. El fenómeno de adherencia-deslizamiento se 
caracteriza por que el émbolo se desplaza en forma intermitente 
generando oscilaciones periódicas en su velocidad, la frecuencia 
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de estas oscilaciones depende del voltaje aplicado , disminuyendo 
cuando el voltaje se acerca a los límites de la zona muerta y 
aumentando cuando el voltaje se acerca a los límites de las regiones 
de velocidad constante.
El análisis de los autovalores en los puntos críticos que deli-
mitan las regiones de adherencia-deslizamiento mostró un cambio 
en la topología dinámica del servosistema en estado estacionario, 
este cambio topológico puede clasificarse como una bifurcación de 
tipo Hopf.
5. noMenClatura
Ps, Ts: Condiciones de suministro, bar, K.
P0, T0: Condiciones atmosféricas, bar, K. Pa, Pb: Presiones abso-
lutas dentro de los volúmenes de control A y B, respectivamente, 
bar.
Ta, Tb: Temperaturas absolutas dentro de los volúmenes de 
control A y B, respectivamente, K.
Pa0, Pb0: Presiones absolutas iniciales dentro de los volúmenes 
de control A y B, respectivamente, K.
Ta0, Tb0: Temperaturas absolutas iniciales dentro de los volúme-
nes de control A y B, respectivamente, K.
x: Desplazamiento del émbolo, m.
v: Desplazamiento del émbolo, m/s.
: Flujo de masa de suministro hacia la cámara 1 de la válvula, 
kg/s.
: Flujo de masa de suministro hacia la cámara 2 de la 
válvula, kg/s.
: Flujo de masa a través de la superficie de control de la 
cámara A del cilindro, kg/s.
: Flujo de masa a través de la superficie de control de la 
cámara B del cilindro, kg/s.
: Flujo de masa a través del puerto de trabajo 2 de la válvula, 
kg/s.
: Flujo de masa a través del puerto de trabajo 4 de la válvula, 
kg/s.
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Ar: Área relativa, adimensional.
, b: Relaciones de flujo de masa, adimensionales.
n: Constante politrópica, adimensional.
Ae: Área efectiva del émbolo, m2.
xar, xbr: Desplazamientos remanentes en las cámaras A y B del 
cilindro, respectivamente, m.
Vm1, Vm2: Volúmenes de las mangueras 1 y 2, respectivamente, 
m3.
Vv: Volumen en cada cámara de la válvula, m3.
L: Carrera del cilindro, m.
me: Masa del émbolo, kg.
Ff: Fuerza de fricción, N.
z: Deflexión media de cerda, m.
Fs: Fuerza de fricción estática, N.
B: Coeficiente de fricción viscosa, Ns/m.
0: Coeficiente de rigidez, N/m.
1: Coeficiente de fricción seca, Ns/m.
vs: Velocidad de Stribeck, m/s.
Pu: Presión de alta, bar.
Pd: Presión de baja, bar.
C: Conductancia sónica, m3/s.bar.
b: Relación de presiones crítica, adimensional.
xu: Sobretraslape, m.
u: Voltaje aplicado a la válvula, V.
Notación de Variables de Estado
x: Vector de estado.
u: Vector de entrada.
 : Derivada del vector de campo.
J: Matriz Jacobiana.
1: Valor propio o autovalor su i.
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